


















cosh(x + 2)− 1
(−2− x)9/4 d x .
3) Determinare per quali a ∈R è convergente l’integrale generalizzato
∫ +∞
1
x2 log(1+ xa)d x .
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x2+ 2x −px2+ 2





x − 3 x log x
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x3a(1− x4a) d x









(2+ x)a − (1+ x)a d x
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Soluzioni e risultati
1) La funzione integranda ha valori positivi. Il dominio di integrazione è illimitato; inoltre
la funzione integranda non è definita per x = 2 , quindi occorre studiare la convergenza
dell’integrale sia in un intervallo del tipo [b ,+∞[ (per un fissato b ∈ ]2,+∞[ ) che in un
intervallo del tipo ]2, b ] .
Per x →+∞ si ha p










= log x − log2∼ log x .
Pertanto p
















Poiché, per x grande, log x ≥ 1 , risulta 1/ 2x3/2 log x≤ 1/ 2x3/2 . Poiché l’esponente 3/2
è maggiore di 1 , questa funzione è integrabile in senso generalizzato in [b ,+∞[ , pertanto,
per il criterio del confronto, anche la funzione studiata è è integrabile in senso generalizzato
in [b ,+∞[ .












− 1= x − 2
2
,
x → 2 .
Pertanto p








x − 2 1
8
x − 2 =
1
4(x − 2)1/2 .
Quest’ultima funzione è integrabile in ]2, b ] , perché l’esponente 1/2 è minore di 1 , quindi,
per il criterio del confronto, anche la funzione studiata è è integrabile in senso generalizzato
in ]2, b ] .
Possiamo quindi concludere che l’integrale generalizzato è convergente.
2) Si verifica facilmente che la funzione integranda è a valori non negativi e che non è
definita per x =−2 . Dobbiamo quindi studiare la convergenza dell’integrale in ciascuno dei
due intervalli ]−∞, b ] e [b ,−2[ , dove b è un fissato numero reale minore di −2 .
Per x →−2 si ha
x4 → 16 ,
cosh(x + 2)− 1∼ 1
2
(x + 2)2 ,
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e2x → e−4
Quindi la funzione integranda, a meno di una costante moltiplicativa, è asintotica alla funzio-
ne (x+2)2(−x−2)−9/4 , cioè |x + 2|−1/4 . Questa funzione è integrabile in senso generalizzato
in un intervallo del tipo [b ,−2[ , pertanto, per il criterio del confronto, anche la funzione
studiata è integrabile.
Per x →−∞ si ha




















Poiché, qualunque sia c > 0 , per x →−∞ si ha e x = o(|x|−c ) , risulta
x4e2x
 
cosh(x + 2)− 1
(−2− x)9/4 = o
 |x|−c+7/4 .
Scegliendo c > 11/4 l’esponente è minore di −1 , quindi la funzione |x|−c+7/4 è integrabile
in senso generalizzato in un intorno di −∞ . Per il criterio del confronto, anche la funzione
studiata è integrabile.
Possiamo quindi concludere che l’integrale generalizzato è convergente.
3) La funzione integranda è continua in [1,+∞[ , quindi per stabilire la convergenza del-
l’integrale occorre studiare suo il comportamento per x → +∞ . La funzione integranda è
non negativa, quindi possiamo utilizzare il criterio del confronto.
Se a > 0 si ha limx→+∞ x
a =+∞ e quindi anche
lim
x→+∞
x2 log(1+ xa) = +∞ ,
perciò l’integrale non converge.




e l’integrale non converge.
Se a < 0 allora limx→+∞ x
a = 0 e quindi si ha log(1+ xa)∼ xa , per x →+∞ ; perciò
x2 log(1+ xa)∼ xa+2 ;
per il criterio del confronto asintotico, l’integrale è convergente se e solo se a+2<−1 , cioè
a <−3 .
Pertanto l’integrale generalizzato è convergente se e solo se a ∈ ]−∞,−3[ .
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4) La funzione integranda è continua in ]0,1] , ma è illimitata in ogni intervallo di estremo
sinistro 0 . Infatti per x → 0+ , si ha xa →+∞ , quindi esistono valori di x arbitrariamente
vicini a 0 per cui si ha | sin(xa)| = 1 ; invece il denominatore tende a 0 . Inoltre la funzione
integranda è non negativa, quindi si può utilizzare il criterio del confronto.





e la funzione x 7→ 1/px è integrabile in ]0,1] . Per il criterio del confronto la funzione data
è integrabile in senso generalizzato in ]0,1] qualunque sia a appartenente a R− .
5) Per determinare la convergenza dell’integrale studiamo il comportamento della funzione
integranda per x → +∞ . Essa è non negativa, quindi possiamo utilizzare il criterio del
confronto. A tale fine studiamo anzitutto il comportamento di numeratore e denominatore.
Per determinare il comportamento del numeratore, occorre stabilire quale tra xa e x4
è il termine dominante, per x → +∞ . Bisogna quindi stabilire quale degli esponenti è
maggiore; se a < 4 allora x4+ xa ∼ x4 , se a = 4 allora x4+ xa = 2x4 , infine se a > 4 si ha
x4+ xa ∼ xa .
Analogamente, per il denominatore occorre confrontare xa con x8 , perciò se a < 8
allora x8+ xa ∼ x8 , se a = 8 allora x8+ xa = 2x8 , infine se a > 8 si ha x8+ xa ∼ xa .
Indicata con f la funzione integranda si ha quindi, per x →+∞ ,
































Perciò se a ≤ 4 allora f (x) è equivalente (eventualmente a meno di costanti che sono
ininfluenti) a 1/x4 , che è integrabile in [1,+∞[ ; per il criterio del confronto asintotico, per
tali valori di a anche f è integrabile. Se invece a ≥ 8 allora f (x) ha limite reale diverso
da 0 per x →+∞ e quindi non è integrabile. Infine se 4< a < 8 allora f (x) è equivalente
a 1/x8−a , che è integrabile se e solo se 8− a > 1 , cioè a < 7 , quindi anche f è integrabile
in senso generalizzato se solo se a < 7 .
Perciò l’integrale è convergente se e solo se a ∈ ]0,7[ .
6) Studiamo la convergenza dell’integrale negli intervalli ]−∞, 0] e [0,+∞[ . La funzione
integranda è non negativa, pertanto possiamo utilizzare il criterio del confronto.
Consideriamo anzitutto l’integrale in ]−∞, 0] .
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pertanto questo integrale generalizzato è convergente e, per il criterio del confronto, anche la
funzione studiata ha integrale generalizzato in ]−∞, 0] convergente.






e, procedendo come sopra, si prova la convergenza dell’integrale generalizzato.






= e (2−a)x .
Poiché 2− a > 0 si può procedere come sopra per provare la convergenza dell’integrale.
Pertanto l’integrale generalizzato è convergente in ]−∞, 0] qualunque sia a .
Consideriamo ora l’integrale in [0,+∞[ .






= e (2−a)x .
Se a < 2 questa funzione ha limite +∞ , per x →+∞ , mentre se a = 2 il limite è 1 . In en-
trambi i casi quindi la funzione e (2−a)x non è integrabile in senso generalizzato in [0,+∞[ ,
pertanto, per il criterio del confronto, anche l’integrale studiato non è convergente. Se a > 2 ,
allora ∫ y
0











pertanto questo integrale generalizzato è convergente e, per il criterio del confronto, anche la
funzione studiata ha integrale generalizzato in [0,+∞[ convergente.







che tende a +∞ , per x →+∞ , quindi ha integrale generalizzato in [0,+∞[ non conver-
gente.







Se a ≥ −2 si ha a + 2 ≥ 0 , quindi questa funzione ha limite diverso da 0 per x → +∞ ,
perciò non è integrabile in senso generalizzato; pertanto, per il criterio del confronto, anche
l’integrale che stiamo studiando non è convergente. Se invece a < −2 , allora, procedendo
come sopra, si prova la convergenza dell’integrale generalizzato.
Perciò l’integrale è convergente se e solo se a ∈ ]−∞,−2[∪ ]2,+∞[ .





















a. a = 1












d. a ∈ ]−∞, 4[









g. a ∈ ]1,+∞[
h. a ∈ ]0,+∞[
9)
a. a ∈ ]0,+∞[




















f. a ∈ ]0,6[∪ ]8,+∞[







i. a ∈ ]0,+∞[









a. Nessun a b. a ∈ ]2,+∞[
